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gulärer Systemmatrix A . . . . . . . 5

6.4 Zustandssteuerbarkeit und Zustandsbeob-
achtbarkeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
6.4.1 Steuerbarkeitskriterium . . . . . . . 6
6.4.2 Beobachtbarkeitskriterium . . . . . . 6
6.4.3 Einfluss von Steuerbarkeit und Beob-

achtbarkeit auf das E/A-Verhalten . 6
6.5 BIBO(E/A)-Stabilität (äußere Stabilität) . 6
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Teil I

Regelungssysteme 1

1 Grundelemente eines Regelkreises

Regler Aktor
Regelstrecke

(Prozess)
Teil 1

Regelstrecke
(Prozess)

Teil 2

Sensor

z2 z3

yA

y

y

y’
-

w e

u
uS

z1uM

uR

Regelungseinrichtung

Energieniveau

niedriges hohes

Hand/Automatik-
Schalter

Wirkungskreislauf

• Führungsgröße w:
Sollvorgabe für die Aufgabengröße, die es durch den
Regler einzuhalten gilt.

• Regeldifferenz e:
Im Idealfall hält der Regler diese Größe stets bei Null;
dies ist ein Hauptziel jeder Regelung.

• Stellgröße uS:
Eingang des zu regelnden Systems, im weiteren auch
als Regelstrecke oder Prozess bezeichnet. Stellgrößen
werden durch Aktoren erzeugt; sie bewirken auch die
Signalwandlung von niedrigem auf hohes Energieni-
veau innerhalb der Regelschleife.

• Aktoreingang u:
Eingangsgröße des Stellgliedes oder Aktors, die aus
der Ausgangsgröße des Reglers uR (Automatikbetrieb)
bzw. eines manuellen Stellelementes uM (manueller Be-
trieb) hervorgeht.

• Aufgabengröße yA:
Die eigentlich zu beeinflussende Größe.

• Regelgröße y:
Die tatsächlich durch einen Sensor erfassbare Größe,
die dem Regler zugeführt wird; y kann von yA mehr
oder weniger stark abweichen.

• Störgrößen zi:
Nicht vorhersehbare und nicht beeinflussbare Größen,
die an den verschiedensten Punkten in der Regelschlei-
fe angreifen können.

2 Darstellungen von LTI-SISO-Systemen

2.1 Lineare DGL n-ter Ordnung

any
(n) + an−1y

(n−1) + ...+ a0y = bmu
(m) + ...+ b0u

2.1.1 Transformation aus Zustandsraummodell

Setze x =


x1

x2

...
xn

 =


y
ẏ
...

(n−1)
y


Wenn alle xn durch

(n−1)
y ersetzt worden sind, müssen nur

noch alle Gleichungen ineinander eingesetzt werden, sodass
nur noch eine DGL n-ter Ordnung übrig bleibt.

2.1.2 Transformation aus Übertragungsfunktion

Die DGL kann mittels inverser Laplace-Transformation der
Übertragungsfunktion ermittelt werden.

2.2 Zustandsraummodell

ẋ = Ax+ bu

y = cTx+ du

2.2.1 Transformation aus DGL

Sei an = 1.

Setze x =


x1

x2

...
xn

 =
1

b0


y
ẏ
...

(n−1)
y



⇒ ẋ =


0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 ... 1
−a0 −a1 −a2 ... −an−1

x+


0
...
0
1

u
Für 0 < m < n gilt:

y = [b0, b1, ..., bm, 0, ..., 0]x

Für m = n gilt:

y = [b0 − a0bn, b1 − a1bn, ..., bn−1 − an−1bn]x+ bnu

2.2.2 Transformation aus Übertragungsfunktion

Zuerst die Übertragungsfunktion mittels inverser Laplace-
Transformation in eine DGL umwandeln und danach wie
oben beschrieben vorgehen.

2.3 Übertragungsfunktion

G(s) =
Y (s)

U(s)

2.3.1 Transformation aus DGL

Die Übertragungsfunktion kann mittels Laplace-
Transformation der DGL ermittelt werden.

2.3.2 Transformation aus Zustandsmatrix

G(s) = cT (sIn −A)−1b+ d =

det

[
sIn −A −b
cT d

]
det(sIn −A)

2.4 Darstellungsformen von Zustandsraummodel-
len

2.4.1 Kanonische Normalform

ẋk = diag(λi)xk + bku

y = cTk xk + du

diag(λi) = T−1AT =


λ1 0 ... 0
0 λ2 ... 0
...

...
. . .

...
0 0 ... λn
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mit T = [v1, v2, ..., vn], bk = T−1b, cTk = cTT , xk = T−1x
λi: Eigenwerte von A
vi: Eigenvektoren von A

2.4.2 Regelungsnormalform

ẋR = ARxR + bRu

y = cTRxR + du

AR =


0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 ... 1
−a0 −a1 −a2 ... −an−1

 ; bR =


0
0
...
1


cTR = [b0 − bna0, b1 − bna1, ..., bn−1 − bnan−1]

d = bn

Transformation eines beliebigen Systems in Rege-
lungsnormalform:

1 ) Steuerbarkeitsmatrix aufstellen:

Qc = [b, Ab,A2b, ..., An−1b]

2 ) Letzte Zeile von Q−1
c :

qT
c

= [0, 0, ..., 0, 1]Q−1
c

3 ) Transformationsmatrix:

TR =


qT
c

qT
c
A

qT
c
A2

...
qT
c
An−1



−1

2.4.3 Beobachtungsnormalform

ẋB = ABxB + bBu

y = cTBxB + du

AB =


0 0 ... 0 −a0

1 0 ... 0 −a1

0 1 ... 0 −a2

...
...

. . .
...

...
0 0 ... 1 −an−1

 ; bB =


b0 − bna0

b1 − bna1

...
bn−1 − bnan−1


cTB = [0, 0, ..., 1]

d = b

Transformation eines beliebigen Systems in Beob-
achtungsnormalform:

1 ) Beobachtbarkeitsmatrix aufstellen:

QO =


cT

cTA
cTA2

...
cTAn−1



2 ) Letzte Spalte von Q−1
O :

q
O

= Q−1
O [0, ..., 0, 1]T

3 ) Transformationsmatrix:

TB = [q
O
, Aq

O
, ..., An−1q

O
]

Zusammenhang zwischen Regelungs- und Beobach-
tungsnormalform:

AR = ATB , bR = cB , cR = bB

3 Blockschaltbilder

3.1 Kreisstruktur

G (s)v

G (s)r

u y
+-

G(s) = Gv(s)
1±Gv(s)Gr(s)

4 Zeitverhalten linearer dynamischer Sys-
teme

4.1 Lösung eines linearen DGL-Systems

Sei

ẋ = Ax+Bu

y = Cx+Du

dann lautet die Lösung:

x(t) = Φ(t− t0)x0︸ ︷︷ ︸
Eigenbewegung

+

t∫
t0

Φ(t− τ)Bu(τ)dτ

︸ ︷︷ ︸
Erzwungene Bewegung

; t ≥ t0

mit Φ(t) = eAt.

4.2 Anfangs- und Endwertsatz der Laplace-
Transformation

4.2.1 Anfangswertsatz

y(t→ 0+) = lim
s→∞

[sG(s)U(s)]

4.2.2 Endwertsatz

y(t→∞) = lim
s→0

[sG(s)U(s)]

Voraussetzung für die Anwendbarkeit der Grenzwertsätze
ist, dass die Grenzwerte auf beiden Seiten existieren.
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4.3 Kennwerte der Übertragungfunktion

K

M KP

K
2

td th ta tp

tr

t

h(t)

K: Stationärer Endwert
th: Zeitpunkt des halben Endwertes
tr: Anstiegszeit
td: Verzugszeit
ta: Anregelzeit
Tein: Die kleinste Zeit, nach der h(t) von Endwert K

um maximal 5% abweicht.
tp: Zeitpunkt des maximalen Überschwingens

5 Systemdynamische Bausteine

5.1 Totzeitsysteme

y(t) = Ku(t− Tt) c sG(s) = Ke−sTt

5.1.1 Rationale Approximationen

• Reihenentwicklung (PTn-System)

e−sTt ≈ 1(
1 + sTt

n

)n , n ≥ 1

bzw. e−sTt ≈ 1

1 + sTt
, n = 1

• Padé-Approximation

e−sTt ≈
1− sTt2
1 + sTt2

5.2 Minimalphasensysteme und Allpässe

5.2.1 Minimalphasensysteme (MP)

MP-Systeme haben keine Nullstellen oder/und Pole in der
rechten Halbebene der Pol-/Nullstellenkarte, d.h.

Re{qµ} ≤ 0, Re{pν} ≤ 0 ∀µ, ν

5.2.2 Nichtminimalphasensysteme (NMP)

NMP-Systeme sind Systeme, die mindestens eine Pol-
oder Nullstelle in der rechten Halbebene haben und/oder
totzeitbehaftet sind.
Jedes NMP-System kann in kann in eine Serienschaltung
aus MP- und AP-System aufgespalten werden.

Sowohl bei NMP- als auch bei AP-Systemen stellt
sich anfänglich eine Umkehr des Wirkungssinns ein.

5.2.3 Allpasssysteme (AP)

AP-Systeme sind spezielle NMP-Systeme, deren Pol-
/Nullstellenverteilung symmetrisch zur Imaginärachse
der s-Ebene ist. AP-Systeme haben eine frequenzu-
nabhängigen, konstanten Amplitudenverlauf |G(jω)|.

6 Stabilität

6.1 Zustandsstabilität

Ein System ist zustandsstabil, wenn gilt:

Re{λi(A)} < 0 ∀i

6.2 Routh-Hurwitz-Kriterium

Gegeben sei das charakteristische Polynom (Nennerpoly-
nom von G(s)):

N(s) = bns
n + bn−1s

n−1 + ...+ b0

Ein System ist stabil, wenn gilt:

bn > 0 ∀n und alle n Hurwitzdeterminanten > 0

6.2.1 Spezialfälle

n = 1 : b1 > 0, b0 > 0

n = 2 : b2 > 0, b1 > 0, b0 > 0

n = 3 : b3 > 0, b2 > 0, (b1 > 0), b0 > 0, b2b1 − b0b3 > 0

n = 4 : b4 > 0, b3 > 0, (b2 > 0), b1 > 0, b0 > 0,

b3b2b1 − b0b23 − b21b4 > 0

6.3 Direkte Methode von Lyapunov

Nach Lyapunov ist der GGP x∗ einer DGL ẋ = f(x) asym-
ptotisch stabil, wenn eine Lyapunov-Funktion V (x) gefun-
den werden kann mit den Eigenschaften:

1 ) V (x∗) = 0

2 ) V (x) > 0 für alle x

3 ) d
dtV (x) < 0 für alle Lösungen der DGL

6.3.1 Spezialfall: lineare Systeme mit regulärer System-
matrix A

Falls ẋ = Ax, lautet der Ansatz:

V (x) = xTPx

Seien P und Q symmetrische, positiv definite Matrizen und
gelte:

ATP + PA = −Q
Vorgehensweise, um asymptotische Stabilität nachzuwei-
sen:

1 ) Wähle Q als symmetrische, positiv definite Matrix
(z.B. Q = In)

2 ) Einsetzen von allgemeinem symmetrischen Ansatz für
P :

P =


p1 p2 ...

p2 p3

...
... ...

. . .
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3 ) • Falls P nicht positiv definit
⇒ System nicht asymptotisch stabil

• Falls P positiv definit
⇒ System asymptotisch stabil

Eine symmetrische Matrix ist positiv definit, falls gilt:

λi > 0 ∀i

6.4 Zustandssteuerbarkeit und Zustandsbeob-
achtbarkeit

6.4.1 Steuerbarkeitskriterium

Ein System ẋ = Ax+Bu ist nur dann vollständig zustands-
steuerbar, wenn gilt:

Rang(Qc) = n

bzw. det(Qc) 6= 0 für SISO/SIMO-Systeme

mit der n× (n · r)-Steuerbarkeitsmatrix

Qc = [B,AB, ..., An−1B]

Der Rang der Matrix Qc entspricht der Anzahl der steuer-
baren Zustände.

6.4.2 Beobachtbarkeitskriterium

Ein System ẋ = Ax, y = Cx ist nur dann vollständig
zustandsbeobachtbar, wenn gilt:

Rang(QO) = n

bzw. det(QO) 6= 0 für SI/MISO-Systeme

mit der n× (n · q)-Beobachtbarkeitsmatrix

QO = [CT , ATCT , ..., (AT )n−1CT ]

Der Rang der Matrix QO entspricht der Anzahl der beob-
achtbaren Zustände.

6.4.3 Einfluss von Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit
auf das E/A-Verhalten

Jedes SISO-LTI-System kann durch geeignete Transforma-
tion in 4 Subsysteme zerlegt werden:

S&B
Y(s)

S&B

S&B

S&B

G*(s)

G(s)=G*(s)

U(s)

Ein SISO-LTI-System hat nur dann eine nicht-reduzierbare
E/A-Übertragungsfunktion G(s), wenn das System
vollständig steuerbar und beobachtbar ist.
Umgekehrt ist alleine aufgrund einer gegebenen -
möglicherweise reduzierten - E/A-Übertragungsfunktion
kein eindeutiger Schluss auf die Zustandsbeschreibung und
die zugehörigen Eigenwerte möglich.

6.5 BIBO(E/A)-Stabilität (äußere Stabilität)

Bei E/A-stabilen Systemen gilt für die Pole der
Übertragungsfunktion:

Re{pi} < 0; i = 1, 2, ..., n

6.5.1 E/A-Stabilitätsbedingungen

• Ist ein System vollständig steuerbar und beobachtbar
und Re{λi(A)} < 0 ∀i, dann gilt:

asymptotisch stabil ⇔ E/A-stabil

• Ist ein System nicht vollständig steuerbar und/oder
nicht vollständig beobachtbar, aber es gilt für alle steu-
erbaren und beobachtbaren Eigenwerte Re{λi(A)} <
0, dann folgt:

asymptotisch stabil ⇒ E/A-stabil

6.6 Stabilitätsgrad

Re

Im

instabilstabil

Stabilität

Re

Im

Absolute Reserve

σ < σ < 0grv |g(t)| ≤ M e⋅
σgr⋅t

Re

Im

Relative Reserve

0 < D < D < 1gr v

φ = arccos(D )gr gr

Re

Im

Kombinierte Reserve

∧ D > Dgr

|g(t)| ≤ M e⋅
σgr⋅t

σgr

6.7 Dominierendes Systemverhalten und Ord-
nungsreduktion

Diejenigen Pole, die näher an der Imaginärachse liegen,
dominieren das Systemverhalten.
Falls der Faktor mindestens 10 beträgt, kann der nicht
dominierende Teil vernachlässigt werden.
Grenz- oder instabile Pole sind immer dominant und
dürfen daher nie gestrichen werden!

Achtung:
Für die Reduktion muss G(s) in Zeitkonstantenform
umgeschrieben werden!

6.7.1 Beispiel

G(s) =
2

(1 + s)(1 + 0, 1s)
=

2

1 + s︸ ︷︷ ︸
dom.

· 1

1 + 0, 1s︸ ︷︷ ︸
nicht dom.

≈ 2

1 + s
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7 Grundlagen der Regelung und Stan-
dardregler

7.1 Standardstrecken

7.1.1 Strecke vom globalen P-Typ

G(s) = Ks ·
1 + ...s+ ...s2 + ...

1 + ...s+ ...s2 + ...

7.1.2 Strecke vom globalen I-Typ

G(s) =
Ks

s
· 1 + ...s+ ...s2 + ...

1 + ...s+ ...s2 + ...

7.2 Standardregler

7.2.1 PID-Regler

Da der PID-Regler nicht kausal und somit nicht realisierbar
ist, wird in der Realität ein verzögerter PID-Regler verwen-
det:

GR(s) = KP +
KI

s
+

KDs

1 + Ts

7.2.2 Vorhalt/Nacheil-Regler

GR(s) = KP ·
1 + Tvs

1 + Ts
; Tv, T > 0

Tv > T : Vorhalt-Regler (PDT1)
Tv < T : Nacheil-Regler (PI-ähnlich)

7.3 Stationäres Regelkreisverhalten

t

w0

w

z1 = 0
z2 = 0

t

w0

w

z1 = 0
z2 = 0

1 t

z0

w = 0
z2 = 0

z1

t

z0

w = 0
z1 = 0

z2

1
1+K KP S

w0·

0

0

0

0

0

0 0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

Bleibende Regeldifferenz füre
∞

-KS

1+K KP S
z0·

-1
1+K KP S

z0·

-1
KP

z0·
1

K KP S
w0·

1
K KI S

w0·

1
K KI S

w0·

∞

I-Typ

entsprechend

1+ ...
KS 1+ ...

1+ ...
1+ ...

entsprechend

P-Typ

Regelstrecke

GS(s)

K +P s
KI

P

I

PI

P

I

PI

I2

Regler

GR(s)

K +P s
KI

2s
KI

s
KI

KP

KP

s
KI

·

·s
KS

8 Stabilitätsanalyse im Frequenzbereich

8.1 Nyquist-Ortskurve

8.1.1 Schwingbedingung in Regelkreisen

Für die Übertragungsfunktion des aufgeschnittenen Regel-
kreises muss gelten:

G0(jω)
!
= −1

8.1.2 Nyquist-Kriterium

Ein geschlossener linearer Regelkreis ist dann stabil, wenn
die Ortskurve des aufgeschnittenen Regelkreises G0(jω)

1 ) nicht durch den kritischen Punkt Pkrit = −1 + 0j
verläuft und

2 ) der von Pkrit zum laufenden Ortskurvenpunkt G0(jω)
weisende Vektor für wachsendes ω von +0 bis +∞ eine
globale Phasenwinkeländerung W von

Wsoll =
ω=+∞

∆
ω=+0

Φ = nr · π + na ·
π

2

erfährt.

nr: Anzahl der Pole von G0(s) rechts von der
Imaginärachse

na: Anzahl der Pole von G0(s) auf der Imaginärachse

G0(j )ω

ω = 0

ω = ∞

-1

Pkrit

8.1.3 Linke-Hand-Regel

Nur anwendbar, wenn nr = 0 und na ≤ 1.

Die Linke-Hand-Regel lautet:
Der geschlossene Regelkreis ist stabil, wenn beim Entlang-
wandern auf der G0(jω)-Ortskurve von ω = 0 nach ω =∞
der kritische Punkt Pkrit beim Passieren des diesem am
nächsten liegenden Ortskurvenabschnittes stets auf der
linken Seite liegt.

8.2 Bodediagramme

8.2.1 P -, I-, D-Bausteine

GP (jω) = K1, GI(jω) =
K2

jω
, GD(ω) = K3jω

10-4

P
h

a
s
e

 (
G

ra
d

)
A

m
p

lit
u

d
e

100 ω 101 10210-110-2

10-2

100

102

104

1:1

I-Baustein

P-Baustein

D-Baustein

K2

K1

K3

-100
100 ω 101 10210-110-2

-50

0

50

100

I-Baustein

P-Baustein

D-Baustein
K2

K1

K3

8.2.2 PT1-Bautstein

GPT1(jω) =
K

1 + jωT
, K, T > 0

Die Eckfrequenz bzw. Bandbreite ωE bezeichnet die Stelle,

an der G(s) auf G(s)√
2

gefallen ist. Es gilt außerdem:

ωE =
1

T
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s
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-50
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0

10-2 100 ω 10110-1 102

Asymptoten

1:1

8.2.3 PD-Baustein

GPD(jω) = K

(
1 + j

ω

ωD

)
, ωD =

1

Tv
, K, Tv > 0

P
h

a
s
e

 (
G

ra
d

)
A

m
p

lit
u

d
e

101

K = 2

100

102

0

50

10-2 100 ω 10110-1 102

100

10-2 100 ω 10110-1 102

ωD

8.2.4 PT2-Baustein

GPT2 =
K

1 + 2D jω
ω0

+
(
jω
ω0

)2 , 0 < D < 1,K > 0

Für 0 < D < 1√
2

besteht die Fähigkeit zur Resonanz:

ωr = ω0

√
1− 2D2

mit Amax = A(ωr) =
K

2D
√

1−D2

P
h

a
s
e

 (
G

ra
d

)
A

m
p

lit
u

d
e

101 K = 10

100

102

-100

-150

-200

-50

10-2 100 ω 10110-1 102

0

10-2 100 ω 10110-1 102

D = 0,08

D = 0,8

2:1

Amax

D = 0,08D = 0,8

8.2.5 Tt-Baustein

GTt(jω) = Ke−jωTt , Tt > 0,K > 0

P
h
a
s
e
 (

G
ra

d
)

A
m

p
lit

u
d
e

101 K = 10

10-2 100 ω 10110-1

10-2 100 ω 10110-1

100

102

Tt

1ω =

0

-100

-150

-200

180
π

8.3 Kenngrößen der Frequenzgangfunktion G0(jω)

• Amplituden-Durchtrittsfrequenz ωD1 definiert durch
A(ωD1) = 1

• Phasen-Durchtrittsfrequenz ωD2 definiert durch
ϕ(ωD2) = −π

• Phasenrand / Phasenreserve ΨR definiert als
ΨR = ϕ(ωD1) + π

• Amplitudenrand / Amplitudenreserve AR definiert als
1
AR

= A(ωD2)

ωD1

ω100 10110-1

ΨR

-300

-400

-200
-180

-100

0

100 10110-1

P
h

a
s
e

 (
G

ra
d

)
A

m
p

lit
u

d
e

10-4

10-2

100

102

ω

AR

1

ωD2

Re

Im

1

∞

AR

1

ωD1

ωD2
Pkrit

ω

ω = 0

G0

ΨR
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8.4 Phasenrand- / Amplitudenrandkriterium

Äquivalent zur Überprüfung der Stabilität des geschlos-
senen Regelkreises sind das Phasenrand- und das Ampli-
tudenrandkriterium (des offenen Regelkreises). Vorausset-
zung für die Anwendbarkeit ist, dass A(ωD1) = 1 nur eine
Lösung ωD1 und der offene Kreis keine Pole in der rechten
Halbebene hat.

8.4.1 Phasenrandkriterium

Der geschlossene Regelkreis ist E/A-stabil, wenn gilt:

ΨR > 0

8.4.2 Amplitudenrandkriterium

Der geschlossene Regelkreis ist E/A-stabil, wenn gilt:

AR > 1

9 Reglerentwurf

9.1 Heuristische Einstellmethoden

9.1.1 Symmetrisches Optimum

Typ der Regelstrecke Reglertyp GR(s) Reglerparameter

P-Regelstrecke

KS

(1+sT1)·
n∏
ν=2

(1+sTν)
, T1 > 4 ·

n∑
ν=2

Tν︸ ︷︷ ︸
TΣ

PI-Regler

KI · 1+τs
s

oder
KP + KI

s ,KP = KI · τ

τ = 4 ·
n∑
ν=2

Tν = 4 · TΣ

KI =

(
2 ·KS · τT1

·
n∑
ν=2

Tν

)−1

= T1

8KST 2
Σ

I-Regelstrecke

KS

sT1·
n∏
ν=2

(1+sTν)

P-Regelstrecke

KS

(1+sT1)·(1+sT2)·
n∏
ν=3

(1+sTν)
, T1 > T2 > 8 ·

n∑
ν=3

Tν︸ ︷︷ ︸
TΣ

PID-Regler

KI · (1+sτ1)(1+sτ2)
s

τ1 = τ2 = 8 ·
n∑
ν=3

Tν = 8 · TΣ

KI =

(
2 ·KS · τ1·τ2T1·T2

·
n∑
ν=3

Tν

)−1

= T1·T2

128KST 3
Σ

I-Regelstrecke

KS

sT1·(1+sT2)·
n∏
ν=3

(1+sTν)
, T2 > 8 ·

n∑
ν=3

Tν︸ ︷︷ ︸
TΣ

Eigenschaften:

• Beschleunigtes Einschwingverhalten

• Gutes stationäres Verhalten

• Kompromiss zwischen gutem Führungs- und
Störverhalten

• Robustheit gegen Parameteränderungen

• Überschwingen kann durch einen PT1-Vorfilter leicht
kompensiert werden

9.1.2 Einstellregeln nach Ziegler-Nichols

Voraussetzung:
Stabile Strecken mit globalem P -Verhalten und S-förmigem
Verlauf der Sprungantwort.
Die zugrundegelegten Reglertypen sind P -, PI- oder PID-
Regler der allgemeinen Form:

GR(s) = KR

(
1 + Tvs+

1

Tns

)

Zunächst müssen KR,krit und Tkrit = 2π
ωkrit

aus der Nyquist-
Ortskurve bestimmt werden, die die Schwingbedingung
erfüllt:

KR,krit ·GS(jωkrit)︸ ︷︷ ︸
Regelstrecke

!
= −1

Einstell-Regeln:

Reglertyp KR Tn Tv
P -Regler 0, 5 ·KR,krit (∞) (0)
PI-Regler 0, 45 ·KR,krit 0, 85 · Tkrit (0)
PID-Regler 0, 7 ·KR,krit 0, 4 · Tkrit 0, 15 · Tkrit

9.2 Frequenzgangentwurfskriterien

G (s)R
w y

G (s)S

u
z = 01 z2

z3

-

Für die Regelgröße y gilt:

Y (s) =
G0(s)

1 +G0(s)︸ ︷︷ ︸
Gw(s)

W (s)+
1

1 +G0(s)︸ ︷︷ ︸
Gz2 (s)

Z2(s)+
−G0

1 +G0(s)︸ ︷︷ ︸
Gz3 (s)

Z3(s)

Für gutes Führungs- und Störungsübertragungsverhalten
muss gelten:

Gw
!
≈ 1, Gz2

!
≈ 0, Gz3

!
≈ 0

9.2.1 Entwurfsvorschriften für zufriedenstellenes Re-
gelkreisverhalten

1 ) Stabiltät:
ΨR > 0

2 ) Gutes stationäres Verhalten:

|G0(jω)||ω<<ωD1
>> 1

3 ) Gutes Einschwingverhalten:

Bandbreite: ωB ≈ ωD1

Einschwingzeit: Tein ≈ 3
ωD1

Geringes Überschwingen:

• ΨR ≈ 60◦ ⇔ gutes Folgeverhalten
• ΨR ≈ 30◦ ⇔ gutes Störverhalten

4 ) Reduktion des Einflusses von Messrauschen z3(t):

|G0(jω)||ω>>ωD1
<< 1

5 ) Robustheit gegen Modellierungsfehler:
→ meist mit Forderung 4 gut erfüllt

9.2.2 Praktische Durchführung der Reglerentwurfsauf-
gabe

Erfahrungswissen:

• Streckentyp und typische Führungs- und/oder
Störsignale bestimmen die Grundstruktur des zu
wählenden Reglers

Keine Garantie auf Vollständigkeit und Richtigkeit! 9

http://www.ei-studium.de


Formelsammlung Regelungssysteme 1 http://www.ei-studium.de Erstelldatum: 29. April 2018

• P -Anteil: Beeinflussung der Bandbreite und somit Ein-
schwingzeit des Regelkreises

• I-Anteil: Beeinflussung der stationären Genauigkeit

• D-Anteil: Beeinflussung des Phasenrandes und damit
des Dämpfungsgrades und des Überschwingens

9.3 Wurzelortskurven (WOK)

Die WOK beschreibt die ”Wanderung” der Pole des
geschlossenen Regelkreises GRK in Abhängigkeit eines
Parameters g.

Sei G0(s, g) = Z0(s,g)
N0(s,g) die Übertragungsfunktion des

offenen Regelkreises, dann lautet das charakteristi-
sche Polynom des geschlossenen Regelkreises bzw. die
Bestimmungsgleichung für die WOK wie folgt (falls
Einheitsrückführung):

NRK(s, g) = Z0(s, g) +N0(s, g)
!
= 0

Hieraus können die Pole in Abhängigkeit von g berechnet
werden.

9.3.1 Beispiel

Re-1

Im

1
2

1
2

g = 0,33

g = 0,33

g = 1

∞ g←
g → ∞

g = 0

g = 0

Pole des geschlossenen
Regelkreises

g

g

9.3.2 Wichtige Eigenschaften

Falls für die offene Übertragungsfunktion

G0(s,K) = K · Z0(s)

N0(s)
= K ·Q

m∏
µ=1

(s− q0
µ)

n∏
ν=1

(s− p0
ν)

gilt, wobei p0
ν und q0

µ die Pole und Nullstellen des offenen
Regelkreises sind und K dem Parameter g entspricht, dann
gelten folgende Eigenschaften für die Pole pRKv (K) des ge-
schlossenen Regelkreises:

• Die Pole pRK(g) liegen stets

- entweder auf der reellen Achse

- oder symmetrisch zur reellen Achse

• n WOK-Äste beginnen für g = K = 0 in den Polen p0
ν

• m Äste enden für K → ∞ in den Nullstellen q0
µ und

die restlichen

• n − m Äste enden für g = K → ∞ im Unendlichen.
Die Asymptoten dieser Äste schneiden sich im Wurzel-
schwerpunkt pw:

pw =

n∑
ν=1

p0
ν −

m∑
µ=1

q0
µ

n−m

• Die Asymptoten schließen mit der reellen Achse einen
Winkel

Φl =
(2l − 1)π

n−m
für KQ > 0

Φl =
(2l − 2)π

n−m
für KQ < 0

ein, wobei l = 1, ..., (n−m)

• KQ > 0/(KQ < 0): Ein Punkt der reellen Achse ist ge-
nau dann Teil der Wurzelortskurve des geschlossenen
Kreises, wenn die Anzahl der rechts von dem Punkt
liegenden Pole und Nullstellen des offenen Kreises un-
gerade (gerade oder null) ist.

10 Strukturelle Erweiterungen der ein-
schleifigen Regelungsstruktur

10.1 Führungsgrößenaufschaltung/Vorsteuerung

GR

w x
GH

uV

-
GS

z

uR u

GV

Wähle

GV (s) =
1

GH(s)GS(s)

⇒ Gw(s) =
X(s)

W (s)
= 1

Da dies allerdings i.d.R. nicht kausal und somit nicht rea-
lisierbar ist, wählt man meist als grobe Näherung eine sta-
tische Vorsteuerung mit

GV,stat(s) =
1

GH(0)GS(0)
=

1

KHKS

10.2 Störgrößenaufschaltung

GR

w x
GH

uZ

-
GS

z

uR u

GA
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Wähle

GA(s) = − 1

GH(s)

⇒ Gz(s) =
X(s)

Z(s)
= 0

Da GA(s) i.d.R. nicht kausal ist, kann das Störverhalten
nur stationär, aber nicht dynamisch verbessert werden:

GA,stat(s) = − 1

GH(0)
= − 1

KH

10.3 Kaskadenregelung

Kaskadenregelungen sind ineinander verschachtelte Regel-
kreise, deren dynamisches Verhalten von außen nach innen
zumeist schneller wird.

x’
GStell

-
GS1

x
GS2

z1

GR1GR2

w e w’ e’

GM1

GM2

-

Innerer RK

Äußerer RK

Falls der innere Regelkreis deutlich schneller als der äußere
reagiert, so gilt aus der Sicht des äußeren:

G′w(s) =
X ′(s)

W ′(s)
≈ 1

11 Zustandsbasierter Reglerentwurf

11.1 Zustandsregelung von LTI-SISO-Systemen

11.1.1 P -Regler mit vollständiger linearer Zu-
standsrückführung

Das Regelgesetz lautet:

u = KR

(
w′ − kTx

)
Mit ẋ = Ax+ bu, y = cTx folgt dann:

ẋ =
(
A− bkTKR

)
︸ ︷︷ ︸

AReg

x+ bKRw
′

Eigenwert- oder Polverschiebungssatz:
Die n Eigenwerte λi(A) einer vollständig steuerbaren SISO-
Strecke (A, b) können mittels vollständiger linearer Zu-
standsregelung mit k ∈ Rn zu beliebigen Regelungseigen-
werten verschoben werden.

11.1.2 Reglerentwurf durch Polverschiebung oder -
zuweisung

1 ) Ist (A, b) vollständig steuerbar?
Wenn ja, dann nach 2); sonst ist keine vollst. EW-
Verschiebung möglich

2 ) Wahl der Regelungspole pν mit gewünschten dynami-
schen Eigenschaften:

N soll
Reg(s) =

n∏
ν=1

(s− pν)

3 ) Ist-Nennerpolynom bestimmen:

N ist
Reg(s, k) = det (sIn −AReg(k)) mit AReg = A−bkT

4 ) k durch Koeffizientenvergleich bestimmen:

N soll
Reg = N ist

Reg

11.2 Zustandsbeobachter

Ein Zustandsbeobachter schätzt x̂, falls x nicht vollständig
direkt messbar ist.

11.2.1 Parallelmethode

x1(t) kann entweder aus u(t) oder aus y(t) bestimmt wer-
den:

u x1 x2
y

x1

1
s+2

1
s+3

1
s+2

u x1 x2
y

x1

1
s+2

1
s+3

s+3

Die linke Methode ist hierbei weniger empfindlich ge-
genüber Messrauschen.
Deshalb wird die rechte Methode nur dann eingesetzt, wenn
u nicht messbar oder das linke Teilsystem instabil ist.

11.2.2 Vollständiger Zustandsbeobachter

˙̂x = (A− lcT )︸ ︷︷ ︸
Â=ABeo

x̂+ bu+ ly = Ax̂+ bu︸ ︷︷ ︸
Prozessmodell

+ l(y − ŷ)︸ ︷︷ ︸
Korrekturterm

ŷ = cT x̂

u = Kvw − kT x̂
Beispiel:

0,2

l1 l2

K1

0,2

K2Kv

1
s

1
s

1
s

1
s

x2x2x1x1 y

x2x1 x2x1 y

w
u

-

-

-
z

u=Kvw-k xT

Ax+bu

Ax+bu

l(y-y)

Eigenwert- oder Polverschiebungssatz für Beob-
achter:
Die n Eigenwerte λi(A) eines vollständig beobacht-
baren Prozessmodells (A, cT ) können mit Hilfe des
Beobachter-Rückführverktors l ∈ Rn zu beliebigen Beob-
achtereigenwerten verschoben werden.

Faustregel zur Bestimmung von l:

Re{λi(Â)} ≤ Re{λi(A)} ∀i

Schätzfehler:

x̃ = x̂− x→ ˙̃x = Âx̃− gv
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11.3 Zustandsregelung unter Einschluss eines Be-
obachters

w’
-

KR Strecke
yu

BeobachterRegelgesetz

Regeleinrichtung

kT A,b, cTx

l

11.3.1 Dynamischer Zustandsraum-Kompensator

= aus Zustandsregler und -beobachter zusammengesetzte
Regeleinrichtung.

-
GS

y

y

GKomp

w’

GKomp

Dynamischer
Kompensator

uw’

Gw
′

Komp(s) = −kT (sIn −AKomp)−1b+ 1

GyKomp(s) = −kT (sIn −AKomp)−1l = −
det

[
(sIn −AKomp) −l

kT 0

]
det[sIn −AKomp]

mit AKomp = A− lcT − bkT

12 Zeitdiskrete Realisierung zeitkontinu-
ierlicher Regelungsgesetze und Modelle

12.1 Zustandsdarstellungen

xk+1 = Axk + buk

y
k

= cTxk + duk

Erweiterte Standardform:

xk+1 = Axk + buk + b1uk+1

12.2 Differenzengleichung n-ter Ordnung

anyk−n + an−1yk−n+1 + ...+ a0yk = bmuk−m + ...+ b0uk

12.3 Z-Übertragungsfunktion

X(z) = Z{x(t)} =

∞∑
k=0

x(k)z−k

12.3.1 Wichtige Eigenschaften

• Linearität:

Z{xk + yk} = X(z) + Y (z)

• Differenzensatz:

Z{xk+n} = znX(z)− znx0 − zn−1x1 − ...− zxn−1

12.4 Zeitverhalten und Analyse zeitdiskreter LTI-
Systeme

12.4.1 Allgemeine Lösungsformel zur Zustandsform

xk = Akx0 +

k−1∑
j=0

Ak−j−1buj , k = 1, 2, 3, ...

12.4.2 Stabilität

System ist asymptotisch stabil, falls

|λi(A)| < 1, i = 1, 2, ..., n

⇒ Stabilitätsgebiet ist Einheitskreisscheibe

Achtung:
Zur Berechnung der Eigenwerte muss G(z) gegebenenfalls
so erweitert werden, dass die niedrigste Potenz von z gleich
0 ist (z0 = 1).

12.5 Methoden der Zeitdiskretisierung von LTI-
Systemen

ẋ = Ãx+ B̃u ⇒ xk+1 = Axk +Buk +B1uk+1

y = C̃x+ D̃u ⇒ y
k

= Cxk +Duk

mit xk = x(tk) = x(kh).

12.5.1 Rechteck-Approximation

Hierbei wird die Integration durch ein Rechteck angenähert.

⇒ s=̂
1− z−1

h

A = [In − Ãh]−1

B = 0, B1 = [In − Ãh]−1hB̃

C = C̃, D = D̃

12.5.2 Trapez-Approximation

Hierbei wird die Integration durch ein Trapez angenähert.

⇒ s=̂
2(z − 1)

h(z + 1)

A =

[
In − Ã

h

2

]−1 [
In + Ã

h

2

]
B = B1 =

[
In − Ã

h

2

]−1
h

2
B̃

C = C̃, D = D̃

12.5.3 Sprunginvarianzmethode

Hierbei wird die Eingangsgröße u(t) durch eine Stufen-
funktion u(tk) approximiert.

Berechnung im Zeitbereich:

A = eÃh

B =

h∫
0

eÃηdηB̃ =
(
eÃh − In

)
Ã−1B̃

C = C̃, D = D̃
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Berechnung im Frequenzbereich:

G(z) =
(
1− z−1

)
Z
[
G(s)

s

]

12.6 Rekursiver Simulationsalgorithmus

Gegeben sei:

G(z) =
Y (z)

W (z)
=
b0 + b1z

−1 + ...+ bmz
−m

a0 + a1z−1 + ...+ anz−n

Transformiere wie folgt:

z−iY (z) s cyk−i ∀i
z−iW (z) s cwk−i ∀i

und löse anschließend nach yk auf.

12.7 Festlegung der Abtastfrequenz fA in Regel-
kreisen

12.7.1 Ermittlung von TA anhand der Sprungantwort

Es gelten folgende Faustformeln:

ωA ≈ 20ωg

15ωB ≤ ωA ≤ 50ωB

ωA =
2π

TA

Vorgehensweise zum Ermitteln von TA aus G(s):

1 ) Berechnen der Impulsantwort:

G(s) s cg(t)

2 ) Berechnen der Sprungantwort:

h(t) =

t∫
0

g(τ)dτ

3 )

T ′ =
h(t→∞)

g(t = 0)

4 ) Siehe Diagramm:

fA
1

≤ 0,1 T⋅ e

t

X(t)

T’

PT1-ähnlich

t

X(t)

PT -ähnlich2

Te

t

X(t)

Wendetangenten-
Verfahren

T ’t

S-förmig

≤ 0,25 T⋅ t’

≤ 0,4 T’⋅

Einschwingen des analog
geschlossenen RK

h = TA =

12.7.2 Schutzfilter

Durch die Filterung des Sensorsignales vor seiner Abtas-
tung kann die Rückfaltung des Messrauschens deutlich re-
duziert werden.

• Butterworth-Filter 1. Ordnung → einfach

Gr(s) =
0, 5ωA

s+ 0, 5ωA

• Butterworth-Filter 2. Ordnung → steilere Flanke

Gr(s) =
(0, 5ωA)2

s2 +
√

2(0, 5ωA)s+ (0, 5ωA)2

Zur Berechnung des minimales Dämpfungsfaktors der
Messstörungen muss |Gr(jωUG)| berechnet werden
(ωUG: untere Grenzfrequenz des Messrauschens).

Lizenz: CC BY-NC-SA 3.0
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.

0/de/
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