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1 Wiederholung

1.1 Matrixnormen

Sei ||.|| eine Norm auf R*,n > 1, dann definiert
l1Az||
Alll = sup —— = max ||Az]|
At zz0 Izl HZ\\:lH ‘
fiir A € R"*" eine Norm
AuBerdem gilt:
1) Submultiplikativitat
TABIIE < 1Al - Bl
2) Vertraglichkeit
llAz|| < [1Alll - [l

Die von der Maximumsnorm ||.||« induzierte Matrizennorm ist die " maximale Zeilensumme" .

"

Allo = max ) la.

Al = max 3 lagl
=

Die von der ;-Norm ||.||; induzierte Matrizennorm ist die " maximals

llAll = max ) las|
=
Sei A eine symmetrische Matrix, dann gilt:
1[All2 = [Amaz| = {IAl IX € R ist Eigenwert von A}
Fiir beliebige R™™-Matrizen gilt:
[IAll2 = \/Amax (AT A) = p(AT A)

Die Eigenwerte von A und A~! sind zueinander invers.

(Spektratradius)

=AM =

V/Amin (AT A)

1.2 Wichtige Reihen

o 1)k
na o) =y SR =
=

in(z) = e = T

sin(@) ;( o (2 +1)! 31 51
T 2 | T

cos(z) KZQ( o (2k)! BT 41

sl 2 3
eZ:Z£:1+z+%+z—l+..

Fiir alternierende Reihen 3572 (—1)ax mit ax < 0 und monoton fallend (z.B. Ln, sin, cos) gilt nach
dem Leibnizkriterium:

© u
Yo(=DFae =) (~DFax| < ann
>
Restaica
Fur die Exponentialreihe gilt:
o
i <1
roy riels

Restglied

2 Grundbegriffe der Numerik

2.1 Gleitkomma-Arithmetik

Es werden Zahlen der Form
a=(-1)° m-t°
betrachtet, mit b € N,6 > 2, s € {0, 1} und

P
m= Zm,nfﬁ m; €{0,...,b—1}
=

1
=) eb @ -1 e {0
1=0 M
ias
wobei t > 2 und 7 > 2 die Genauigkeiten darstellen.

Nachfolgend sei b =

IEEE "single”

32 Bit (s: 1 Bit, e: 8 Bit, m: 23 Bit)
IEEE "double”:

64 Bit (s: 1 Bit, e: 11 Bit, m: 52 Bit)

Definitionen:

e a € R heiBt normierte Gleitkommazahl (a € MJ’,), falls eine Darstellung existiert mit
mo =1 und emin < € < emax, Wobei gelte:

emin = =671 41
emax = 07"

e a € R heiBt subnormale Gleitkommazahl (a € M;,), falls € = emin und mo = 0, wobei
nicht alle m; NuLL sind.

o1
=a=(-1)° (Z m,?") 2t

a=1

e Sonderfille
"0":Viim; =0, =0
- "o0":Viim; =0, =1
- "NaN":Vi:e; =1, wobei nicht alle m; Null sind

o My =M, UM, U{+oo} U{NaN}
o Der Abstand von 1 zur nichstgréBeren Zahl in My, ist:

eps = 2-(=D  (Maschinengenauigkeit)

e Rundung: rd, : R — MJ'
Fiir die IEEE-754-Standardrundung gilt:

lz—rdurl oS g
17| 2
Fir alle z,y € MY, und * € {+, —,-, /} gilt:

T@Y = rder (T * V)

2.2 Kondition

Seien z, y normierte Vektorriume (mit Norm [|.][)

Ein Problem ist eine Funktion f :  — v

Gesucht ist 6f = f(z + 6z) — f(z) im Vergleich zu 6z
Die absolute Kondition von f im Punkt z € X ist

1 — 116511
Kl (@) = lim sup O
s (%) = {103 258 Tzl

Sei f : R — R differenzierbar (mit ||.|| = |.|), dann gilt:
Kavs (2) = | (2)]

= 116711 < Kavs - ll6z]]
Fiir die relative Kondition gilt

lssi
I71
[
&l

—um 16511 - lizll
520 jozii<e [1£1] - l102]]

Kret(Z) = Lim sup
4299 ozl <6

Sei f : R — R differenzierbar, dann gilt

1@ _ 1@ - 1z]

Krel =

el 7@
losll ozl
= == < Krel -
A = el

Sei A € R™™, f:R" = R", b — f(b) = A~'b =z, dann gilt:

e (0 = 17O = 14~
AL Az
rrate = T = a2 <y a

ol

Fiir die Kondition bzgL. ||.||> gilt auBerdem:
Amax (AT A
Krel (A) = (A4
Amin (AT A)

1@ — £@I 1z — =l & — ol
Tt < e L 0 (M2 )

2.3 Stabilitat

Definitionen:

Ein Algorithmus ist eine Abb. f: 2 — y mit f = fi 0... 0 fi, wobei jeder Teilschritt
fi.i=1,...,k nur Operationen aus {®, ©, ©, @, rd} enthalt.

Ein Algorithmus f fiir ein Problem f heiBt riickwértsstabil, falls vz € X 3 & € X mit

— £(2) und % = 0(e) fiir e 0

f(=)
—
a+as@
wobei € den relativen Fehler darstellt.
Ziel:

Finde zu geg. f ein f, sodass der Fehler ||f(z) — f(z)|| bzw. W@—I@Il

T moglichst " klein” ist.

Sei f ein riickwértsstabiler Algorithmus fiir f, dann gilt:

[17(z) = F@)lI

< O(ka (@) -
TN S Ol (@) - eps) fur eps — 0

3 Numerische lineare Algebra
3.1 Dreiecksmatrizen
Satz:

Falls A = LR mit L € R™" untere und R € R"*™ obere Dreiecksmatrix, det(A) # 0, so ist das
LGS Az = b fir alle b € R™ in 2n? Operationen L6sbar.

NB.
= 1
Z(ak —t)= zn(n+a—-20)
=1
3.1.1 Vorwirts- / Riickwértssubstitution

Falls A obere oder untere Dreiecksmatrix, so kann das LGS Az = b durch Vorwirts- bzw.

Riickwartssubstitution geldst werden

Matlab-Code fiir Vorwar! itution

forj=1:m
z(3) = (b(4) — A4, 1: 7 — 1) (15— 1))/A3G.5);
end
Matlab-Code fiir Riickwartssubstitution
forj=m:—1:1
z(3) = (b(4) — AU, 7+ 1:n) *z(3 + 1: n))/A@, 9):
end

Aufwand: je n? Flops

3.2 Nachiteration

Mit Hilfe der Nachiteration kann eine Naherungslésung & eines LGS Az = b genauer approximiert
werden

Vorgehensweise:

1) Berechne Z:

2) Berechne

3) Berechne z:

4) Die genauere Naherungslosung Z lautet:

3.3 LR/LU-Zerlegung

Sei A € R"™™, det(A) # 0,au # 0, L € R™" untere und R € R"™*™ obere Dreiecksmatrix.
Dann kann das LGS AT = b wie folgt gelst werden

1) Berechne L und R, sodass A= LR
2) Berechne v, sodass Ly = b (fiir LRP-Zerlegung: Ly = Pb)
3) Berechne z, sodass Rz =y
Fiir die Berechnung von L und R wird folgender Algorithmus angewendet:
1) Setzely = g* furi> 1.

2) Setze ay; = ai; — lu - ay; fur alle 5 und ¢ > 1:

Zeile © = Zeile 1 — l;; - Zeile 1, 1>1
3) Gehe zu Schritt 1 und ersetze alle ler durch 2,3,4,...
Beispiel.
213|115 3/1|5 21315 213|115
6(13/5(19| |3]|4|2|4 3 2|4||3|4]2|4
2 119|10|23 1(16| 9 |18 114]11|2 114 2
411011131 2141921 211|717 (21|73
1. lteration 2. lteration 3. Iteration
2 3 1 5 1 0 0 o) 2 3 1 5
6 13 5 19 3 1 0 0 0 4 2 4
|2 19 10 23 = |1 4 1 0 0 0 1 2
4 10 11 31 2 1 7 1 0 0 0 3
Aufwand fiir Zerlegung: 3 — in Flops

Das oben genannte Verfahren
fehler; nur Rundungsfehler)

ist ein direktes/exaktes Losungsverfahren (keine Verfahrens-

Matlab-Code:

n;
A(LK)/A(K,K);
A(LD - A(LK)*A(K,D);

3.4 LRP/LUP-Zerlegung
Die LRP-Zerlegung ist eine LU-Zerlegung mit Pivoting-Strategie:
Suche j > k, sodass |al}’| > la%| V4 > k und vertausche die j-te mit der k-ten Zeile in A®)
Fiir det(A) # 0 existiert eine Permutationsmatrix P € R™<™, sodass gilt:

PA=LR

Definition:
Eine Matrix heiBt Permutationsmatrix, falls sie in jeder Zeile und jeder Spalte jeweils eine 1
enthalt und sonst nur 0.

Beispiel;

Iteration
20 2]os BEBERE 542
3[3|4]|-2 3|3[4]-2 06| 0 |1,6/-3,2
5142 202106 04| -2|04-0,2
1| -2(34] 1 1| -2(3,4] -1 0,2 -1/4,2|-0,6

. lteration
5|54|2 5|54|2 5|514|2
06] 0 |1,6/-3,2 0,4 0,4]-0,2| 0,4 0,4E
0,4 0,4|-0,2 0,6f 0 |1,6]-3,2 06| 0|1,6/-3,2
-0,2| -1{4,2]-0,6] -0,2] -1 {4,2|-0,6] -0,2/0,5| 4 |-0,5

lteration
5|54|2 5|54|2 5|514|2
0,4]-2|0,4|-0,2 04]-2|0,4|-0,2 04]-2|04/-0,2
0,6 0 [1,6]-3,2 -0,2/0,5 -0,5| -0,2/0,5 -0,5
-0,2/0,5 -0,5 06| 0 |1,6/-3,2 0,6/ 0 |04] -3

o o 1 0\ /2 0 2 06
1 0o o olfs 3 4 -2
Zlo o o 1 5 5 4 2
0 1 0 o) \—1 —2 3,4 -1
» A
1 0 0 o\ /5 5 4
_ [ o4 1 0 olfo -2 o4
=l-02 o5 1 oflo o 4
0,6 o 0,4 1 0 0 0
) ®
Mattab-Code:
[n.~] = size(A);
=1n

Tin
= max(abs(A(p(k:n),k)));
+ (k-1);

i=]
p([k]) = p(li.kD:
I=k+in;

A(p(D),k) = A(P(D) K)/A(P(K) K);
A(PD.D = APD.D) - AP®D),K)*A(P(K).D);

3.5 Cholesky-Zerlegung
Sei A € R™" symmetrisch und positiv definit, dann existiert eine rechte obere Dreiecksmatrix R mit
A=RTR

zur von R:

1) Ersetze a1 durch /@i

2) Ersetze alle Eintrdge unter ai; durch 0

3) Ersetze alle Eintrage rechts von aj; durch

4) Beende die Funktion, falls n 1

5) Um den inneren Teil der Matrix zu berechnen (A(2
folgender Matrix auf:

ay

m,2 : m)), rufe die Funktion mit
AR:n,2:m) —A(L,2:n)7 - A(1,2:n)
Die entstandene Matrix stellt dann R dar.

Aufwand fir Zerlegung: 1n® Flops

3.6 Householder-Spiegelung

Die Spiegelung & von ¢ € R* an der Hyperebene E, senkrecht zu v € R¥ heiBt Householder-

Spiegelung. Es gilt:
(1 _ zmﬁ> -
" IR
-

Hy €T

Sei v # 0, dann gilt:
® HJ = Hy, HyHy = I = H, orthogonal
® Hoy = Hy V a € R\{0}
o Hya = Fllalles, falls v = a + ||alles

3.7 QR-Zerlegung

Sel A € R™", m > n, Rang(A) = n,Q € R™ ™ orthogonale Matrix, R € R™*" rechte obere
Dreiecksmatrix mit
A=QR

3.7.1 QR-Algorithmus

Achtung: Falls ein LGS Az = b gelést werden soll, dann muss b genauso wie A transformiert werden.

Vorab: Setze A = A,p=min{m —1,n} und k = 1.
1) Setze A= A®)(k:m, k:n)und a = 1. Spalte von A
2) Berechne v = a + sign(a,) - ||a|| - e; € R™F+1

3) Berechne Update von A:

- v’ 5 2u -
At—(!—i)A= - (A
llvl? [lvl)? ( )
- - -
Ho 50 in Matiab

4) Setze Qx = (1*6’

5) Setze Akt = Qi - AR
(ersetze A in A®) mit Update aus 3.)
6) Erhdhe k und gehe zu Schritt 1

= R=APD =QTA

'3 ) (falls Q explizit berechnet werden soll)
y

QR=Q: Q QT =@ Q1 da Qx = Q]

Falls m = n, so ist das LGS Az = b wie folgt Losbar:
QTA z=QTb
o S

R=AG+) b
= Rz = b®+D)
Aufwand fiir Zerlegung

4n® Flops, fallsm =n
2n? (m — $n) Flops, falls m >>n

Matlab-Code (QR-householder)

function A = QR-householder(A)
[m.n] = size(A);
for k = L:min(m-1,n)
v = A(kiend K);
na = norm(v);
if v(1) >=0

end

[1; v(2:end)/v(1)]:
A(kiend k+1:end) = A(k:end,k+1:end) - (2/(v'*v)*v)*(v'*A(k:end,k+1:end));
A(k,K) = -s*na;
A(k+1:end,k) = v(2:end);
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Matlab-Code (Qmult-householder)

function B = Qmult-householder(A,B)
[m.n] = size(A);
for k = 1:min(m-1,n)
v = [1; A(k+1iend,K)];
B(kend,)) = B(k:end,:) - (2/(v*V)*v)*(v'*B(k:end,:));
end
Matlab-Code (LGS Az

A = QR-householder(A);
x = rsub(triu(A), Qmult-householder(A,b));

Losen):

4 Ausgleichsprobleme

Seien Messpunkte t;,b; € R X R, 4 = 1, ..., m gegeben
Ziel: Bestimme die n Parameter z; bis T, sodass gilLt:

by =@t x), i=1,...m
Falls @ Linear in z ist, so ist z die Lésung eines (iberbestimmten GLS:

by a(t)”

bm. atm)”

4.1 Lineares Ausgleichsproblem
Bestimme z € R™ zu A € R™*™ und b € R™, sodass gilt:
|lb — Az|[3 = min

4.2 Ldsen mit Normalengleichung
ATAz=ATb
Fir ein Polynom b = f(t) = To + Z1t + ... + Tt™ als Ausgleichskurve gilt:

1 t cg t

1t 2 . 7
A=

1t R t,

4.3 Ldsen mit QR-Zerlegung

Sei eine QR-Zerlegung gegeben mit
QTb=pt) = (O R=qTa=am = (R
b2)" 0
mit R € R™™, b, € R", b € R™™"

Dann gilt fiir das Minimierungsproblem:
b = Az|” = [IQ7 (b — A)|I> = [|IQT6 — Q" QRz|?
~

a

_||( R\ I[F = Bl ? >
=[G = (§) =] = e = Rat + i

|16y — Rz|[? + ||b2]]? = min < Rz = by

Somit folgt

5 Fixpunktiteration
Ziel: Gesucht wird ein Fixpunkt * € X der Abbildung @ : X — X
o) =z*
e Ein FP z* heiBt stabil, falls ||¢’(z*)|| < 1
e Ein FP z* heiBt instabil/abstoBend, falls |l¢’(z*)|| > 1
5.1 Kontraktion

Eine (Selbst-)Abbildung ¢ : X — X heiBt Kontraktion, falls es ein festes 0 < L < 1 gibt mit:

o) —e@)|| < L-|lz—yll, Yz,¥y€ X (Lipschitz-stetig)
Ist ¢ : X — X stetig differenzierbar, so gilt:
L =suplle'(@)Il = sup [l (@)l
zex zex

5.2 Banach’scher Fixpunktsatz

Sei X abgeschlossen und ¢ : X — X (Selbstabbildung) eine Kontraktion. Dann besitzt ¢ einen
eindeutigen Fixpunkt z* € X und die Iteration
Tirr = @(Tk)
konvergiert fur jeden Startwert zo € X gegen z*
AuBerdem gelten folgende Abschdtzungen

L L
zn —z°| < 1 — zo| und |z, — 27| < T — Tn
[ IS 7= Iz = 2ol | 1< =7 s

A-Priori A-Posteriori

5.3 Konvergenzgeschwindigkeit
Die Konvergenz der Folge (zx) ist von der Ordnung p, wenn gilt:
Vk=01,

Falls ¢ : X — X zweimal stetig diffbar ist mit FP z* und ¢’(z*) = 0, dann konvergiert die Iteration
Zk+1 = @(zx) mindestens Lokal quadratisch

1Tk — z*|| < Cllzk — z*||”

6 Iterative LOser fiir LGS
6.1 Stationidre Fixpunktiteration
Idee: Zerlege A additiv in A= B — C mit det(B) # 0, dann giLt:
AT =b<BT =b+Cx
oz =B"10+B"'Cz = p(z)
=zt = ¢ (z®) = B7'b + B~ cz®
=z 4 B (b— Az®)
@(z) = Nb + Mz®

Sei M € R™™. Dann ist |[M]|| < 1 fiir eine Operatornorm ||.|| hinreichend fiir die Konvergenz des
Iteration () = Nb+ M.

6.1.1 Ddmpfung

Durch Démpfung der FP-Iteration mit w € (0, 1] kénnen die verschiedenen Verfahren noch beschleu-
nigt werden:
z®HD) = (Nb+ Mz®) + (1 —w) - z®

=w-No+[w - M+1—-w) 1 -z®

Falls M € R™*™ nur reelle Eigenwerte Ay < ... < An < 1 besitzt, dann gilt

2
2

Wopt = =2
oot A= An

6.2 Jacobi-Verfahren
Zerlege A additiv in eine Diagonalmatrix D und obere/untere Dreiecksmatrizen R und L:
A=D—(L+R)
Dann lautet das Jacobi-Verfahren.
z*H) = D o+ DML + R) z® =
~

Lo+ (L+R) -2z®]
N M
6.2.1 Konvergenz

Das Jacobi-Verfahren konvergiert, falls eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist:
o Aist strikt diagonaldominant:

laul > ) layl, Vi=1
1#9

e Fir den Spektralradius gilt:
0 (D7H(L + R)) = o(M) = maz{A(M)li =

n}<1

6.3 Gaub-Seidel-Verfahren
Zerlege A additiv in eine Diagonalmatrix D und obere/untere Dreiechsmatrizen R und L:
A=(D-L)—R

Dann lautet das GauB-Seidel-Verfahren:
¢t = (D— L) o+ (D— L)' RT® =(D— L)' (b4 Rz®)
NN

N M

Aufwand: 2n? Flops

6.3.1 Konvergenz
Das GauB-Seidel-Verfahren konvergiert, falls eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:
e Aist strikt diagonaldominant
® A ist symmetrisch und positiv definit
o Fiir den Spektralradius gilt:
p((D—L)'R) = p(M) = maz{A:(M)|i =

Lany <1

7 Nichtlineare Gleichungen

7.1 Losbarkeit

Sei f : X — R™ stetig differenzierbar und z* € X mit f(z*) = 0. Falls det(f'(z*)) # 0, so ist T*
Lokal eindeutig, d.h. 3 Umgebung U von z*, sodass & € U, f(£) =0 =& = z*.

7.2 Kondition

Fiir die absolute Kondition des Problems P : f — z* bzgl. einer Norm ||.|| gilt:
w= || @n|

7.3 Bisektionsverfahren
7.3.1 Algorithmus
zo = 3 (ao + bo)
Firk=0,1,..{

STOP, falls f(z)

Q41 = Ak, bepr = Tk, falls f(ak)f(zk) <O
Qi1 = T, bes1 = b, falls f(zx)f(bx) < O
Tepr = L (@t +besr)

STOP, falls |ak+1 — bx+1| < 2-TOL
¥
Globale Konvergenz:
1
271

1
zk—x*ISEII,‘\= lbo — ao

7.4 Newton-Verfahren

Sei f: X — R zweimal stetig differenzierbar, f(z*) = 0, f’(z*) # 0, dann konvergiert das Newton-
Verfahren
f(zk)

I (ze)

Thqr = Tk —
Lokal quadratisch.

7.4.1 Mehrdimensional
Sei f: X — R", X C R™ zweimal stetig differenzierbar, f(z*) = 0, dann gilt:

Tear = 2 — I (@6)F(2k)

8 Optimierung

8.1 Optimalitdtsbedingungen

Definitionen:

C™(z) = {f : X = R|f m-mal stetig differenzierbar}

Sei f € C'(z) und Vf(z) = 0 fir ein z € X.

Dann heiBt z stationzrer Punkt.

Sei X C R™ offen, f € C!(zx), z* lokales Minimum

Dann ist £* stationarer Punkt

Sei X C R™ offen, f € C2(z), T* stationarer Punkt mit Hy(z*) = V2f(z*) positiv definit,
dann ist z* ein lokales Minimum

(positive Definitheit ist hinreichend, aber nicht unbedingt notwendig)

Sei X C R™ offen, f € C(z), z* stationirer Punkt mit Hy(z*) = V2f(z*) negativ definit,
dann ist z* ein lokales Maximum.

(negative Definitheit ist hinreichend, aber nicht unbedingt notwendig)

Sei X C R™ offen, f € C?(z), T* stationarer Punkt mit Hs(z*) = V2f(z*) indefinit, dann
ist z* ein Sattelpunkt.

8.2 Newton-Verfahren
Sei f € C2(z). Gesucht sei die Lésung von V£(z) = 0.

Oz, f(T) sz, £(2)

Te1 = Tk — Hy (@) ' VF(z6); Hp(z) =
rz 1(@) 81,2, 1(2)

Das Iterationsverfahren besitzt Lokal guadratische Konvergenz zu einem stationdren Punkt z* von
£, falls H(z*) invertierbar ist

8.3 Abstiegsverfahren
Definition:
e d €R" heibt Abstiegsrichtung von f an der Stelle z, falls 36 > 0, sodass gilt:
f(z+sd) < f(z) Vse(00]

8.3.1 Algorithmus

Wihle z(©
Firk=0,1,... {
STOP, falls Vf (z¥) = 0
Bestimme Abstiegsrichtung d® fiir f in z(¥)
Bestimme Schrittweite sx > 0 mit f (2®) + s5.d®) < f (z®)
Setze z*+1) = z(®) 4 5,dk)

¥

8.3.2 Gradientenverfahren
WihLe im obigen Algorithmus:
a® = —vf (z®)
Bestimmung der Schrittweite (2 Mdglichkeiten):
1) "Exakte Schrittweite”
min 7 (2 + sa®)
>0

2) "Armijo-Schrittweite”

Wihle Parameter o € (0, 3
Setze s = 1
Firt=1,2,..{
Falls f (2® + sa®) — f (z®) < s - VF (z®)7 d®:
Akzeptiere Schrittweite: s, = s
Sonst: s — 2

Dieses Verfahren konvergiert gegen einen stationaren Punkt von f oder es erzeugt eine Folge
(). fur die gitt

o f(z*HD) < f(z®) vk und

o alle Haufungspunkte sind stat. Punkte von f

8.4 Globalisiertes Newton-Verfahren

Wihle ® €R™ und o0 € (0, 1) ,p>0
Fiir =0,1,
STOP, falls Vf (z®) =0
Lése Hy (z®) d® ="—v 1 (z®), falls méglich
Falls Newton-Gleichung nicht Lésbar oder V£ (z8)) d®) > —p||vf (z®)|[*
4% = —vf ()
Sonst: d®) = d®)
Bestimme Armijo-Schrittweite s¢ (siehe oben)
Setze o+ = z(k) + spa®

9 Funktionentheorie
9.1 Komplexe Differenzierbarkeit
Eine Funktion f : U — C heiBt in zo komplex differenzierbar, falls der Grenzwert

GO R (2 W

z— 20

Eaty
existiert.
e Ist f auf ganz U komplex differenzierbar, so heiBt f analytisch.
e Kompositionen, Summen, Differenzen, Produkte und Quotienten analytischer Funktionen
sind wieder analytisch.
e Potenzreihen sind analytisch in ihrem Konvergenzbereich
Wir schreiben f(z) = f(z +1y) = Fi(z,¥) + 1 - F2(z, y) und setzen:
Fi(z,v)
F(z, =
@9 (Fz(z,y)
9.1.1 Cauchy-Riemannsche DGL

f ist genau dann in z =  + iy komplex differenzierbar, falls F in (z,) differenzierbar ist und
folgende DGL erfiilLt sind:

& Fi(z,v) = 0y Fa(z, v)
&y Fi(z,y) = —d:Fa(z, ¥)

9.1.2 Folgerungen

Sei f : U — C analytisch und das zugehérige reelle F : U — R? 2-mal stetig differenzierbar, dann
gilt:
AF(z) =8 F(z) + 8 Fi(z) =0

AR (z) =0}FR(z) + 83F(2) =0
9.2 Komplexe Integration
9.2.1 Kurvenintegrale
Sei f : U — C stetig, v € C'([a, b], U), dann lautet das komplexe Kurvenintegral von f entlang von
i

b

/fu)dz:/f("v(t))'v(t)dt
¥ a

Mit
f(2) = f(z1 +122) = f1(2) +if2(2); () = 71 (2) + 72(8)
folgt
[ ( nGE ) (e [ (RGN (1)
— 1 (" 1 2 (' 1
/”Z)‘”—/ “Rea@) (o d‘“/(mwm)) (mt) at

Definitionen:

e U C C heiBt zusammenh#ngend, falls es V 21,2, € U einen Weg ~ : [0,1] — U gibt,
sodass ¥(0) = z1,7v(1) = z>.

® U C C heiBt einfach zusammenhéngend, falls das Innere jeder ganz in U verlaufenden
geschlossenen Kurve zu U gehért.

Sei U C C einfach zusammenhangend, f : U — C analytisch:

e Dann gilt fiir jede geschlossene Kurve -, die ganz in U verlauft

/f(z)az —o
J

e Bei nicht geschlossenen Kurven ist das komplexe Kurvenintegral wegunabhdngig.

e Dann ist fir jedes a € U
z

F(l):/f(E)dS

eine Stammfunktion von f und es gilt

/f(s)dé = F(z1) — F(z0)

20

9.2.2 Cauchy-Integralformel

Sei U C C, f : U — C analytisch, v geschlossen mit Innerem ganz in U, dann gilt fiir jeden Punkt z
im Inneren von ~y
1 1)

&= | iz

ag

9.3 Potenzreihendarstellung analytischer Funktionen

Sei f : U — C analytisch, {|z —a| < r} C U fiir ein @ € U,7 > 0, dann gilt fiir [z —a| < p <7

f(z) = Z cn(z —a)"
n=o

7€)

mit cp = md&

2mi
le—al=r

Jede beschrinkte analytische Funktion f : C — C ist konstant

9.4 Laurent-Reihen und Singularitidten

Idee: Entwickle f : C\{zo} — C analytisch in einer Reihe um die Singularitit zo:

-1

i ez —z0) = ).

w
enlz—20)" + ) calz — 20)"
=

[ —

Haupttell (HT) Nebenteil (NT)

Definitionen:

Sei U C C,f: U — C analytisch. Dann heift zo € U Nullstelle der Ordnung m, falls
F(z0) = f'(20) = Fm=1(20) = 0 und F™ (z0) # 0
Sei 20 € U C C offen, f : U\{zo} — C analytisch. Dann heiBt zo isolierte Singularitét
von f.
- Ist f auf einer punktierten Umgebung von zo beschrankt, so heibt zo hebbare Sin-
gularitit.

Hat (z — z0)™ - f(2) fiir ein m > 1 eine hebbare Singularitat in zo, dann heibt zo
Pol. Das kleinste solche m heiSt Ordnung des Pols

- Ansonsten heiBt zo wesentliche Singularitét.
Eigenschaften:

1) LR konvergiert, falls Hauptteil (HT) und Nebenteil (NT) konvergieren

2) NT ist libliche Potenzreihe; sie habe den Konvergenzradius R € [0, 00).

3) HT ist eine Potenzreihe in w = ‘ZH ; sie habe den Konvergenzradius 1 € [0, c0).
HT konvergiert somit, falls |z — zo| > 7.

4) Falls 0 <7 < R < 00, so konvergiert die LR im Kreisring {r < |z — zo| < R}.

5) Eine konvergente LR kann gliedweise differenziert werden.

6) Ist c_; =0, so besitzt die LR die Stammfunktion

Cn n41
L (z-z
n+1 (¢ o)
n=—oom#-1
die im selben Kreisring konvergiert.

Sei Krr(z0) ={2 €CI0< T < |z — 20| < R < 0}, f: Krr(20) = C analytisch, dann gilt:

&= ) elz—zo)"

f(z)

G =z

1
— R
2mi r<e<
le=20l=p

mit cn =

9.5 Residuenkalkiil
Idee: Verwende Laurent-Reihe zur Berechnung von Integralen.

Sei f : U\{zo} — C analytisch. Dann lautet das Residuum von f in zo:

Res, (f) = Res(f,z0) = c_1 = i

lz—z|=p

F(2)dz
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