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Teil 1
Mathematik 4

1 Wiederholung

1.1 Matrixnormen

Sei ||.|| eine Norm auf R™,n > 1, dann definiert
|| Az]|
Al = = max |[|Az||
a0 [zl llzl=1

fir A € R™*" eine Norm.
AuBlerdem gilt:

1) Submultiplikativitét

B[] < [[[A]ll - 1| B]]

2) Vertréglichkeit

|| Az[] < [[[AJ]] - []]]

Die von der Maximumsnorm ||.|| induzierte Matrizen-
norm ist die "maximale Zeilensumme”.

n
[ A]loo = lfgggxnzl |ai;]
iz

Die von der [;-Norm ||.||; induzierte Matrizennorm ist die
”maximale Spaltensumme”:

4]l = max Zlawl

Sei A eine symmetrische Matrix, dann gilt:
[|All2 = [Amaz| = {|A| A € R ist Eigenwert von A}

Fiir beliebige R™*"-Matrizen gilt:

||AH2 = /\max(ATA) = p(ATA)%

Die Eigenwerte von A und A~! sind zueinander invers.

(Spektralradius)

1

= A7 ]2 = ———es
Amin (AT A)

1.2 Wichtige Reihen

In(l1+42) = = ——+4+ = —.., ze(-11]
— k+1 2 3
oo p2k+1 P B
Sm()zz(*) 1 Tt
2 2k + 1) 35
oo 2k 2 4
R o
cos(z) Z(—l) on] 1 o + ol
k=0
o ¥ z? a2l
Tr __ —
e _;T_1+x+§+§+
=0

Fiir alternierende Reihen Y 2 (—1)Fa;r mit ax < 0 und
monoton fallend (z.B. In,sin, cos) gilt nach dem Leibniz-
kriterium:

0o N
> (=DFar =Y (~DFax| < anga
=0 ko
Restglied
Fiir die Exponentialreihe gilt:
e
e’ —Z 1 <2- N E1) fiir 2] <1

Restglied

2 Grundbegriffe der Numerik

2.1 Gleitkomma-Arithmetik

Es werden Zahlen der Form
a = (_1)S.m.be

betrachtet, mit b € N;b > 2, s € {0,1} und

t—1
m=Y mb~; m;€{0,...b—1}
i=0
r—1 )
e= Zeib’ — ("t =1); e €{0,....,b—1}
i—0 N———

bias

wobei t > 2 und r > 2 die Genauigkeiten darstellen.
Nachfolgend sei b = 2.

IEEE ”single”:

32 Bit (s: 1 Bit, e: 8 Bit, m: 23 Bit)
IEEE ”double”:

64 Bit (s: 1 Bit, e: 11 Bit, m: 52 Bit)

Definitionen:

e a € R heifit normierte Gleitkommazahl (a € My, ),
falls eine Darstellung existiert mit mo = 1 und ey, <
e < emax, Wobei gelte:
€min = —pr! +1
€max = bril
e a € R heifit subnormale Gleitkommazahl (a €

Mig,r)v falls e = epn und mg = 0, wobei nicht alle
m; Null sind.

t—1
_ _1)5 (Z mi2i> 9€min+1
=1

e Sonderfille

- ”0” Vi:m; =0,e;, =0
- 700" Vi:m; =0,e; =1
- ?NaN”: Vi : e; = 1, wobei nicht alle m; Null sind.

o M, =M, UM, U{£oo} U {NaN}

Keine Garantie auf Vollstédndigkeit und Richtigkeit!


http://www.ei-studium.de

Formelsammlung Mathematik 4 fiir EI

http://www.ei-studium.de

Erstelldatum: 29. April 2018

o Der Abstand von 1 zur néichstgroBeren Zahl in M , ist:

eps = 2~~1 (Maschinengenauigkeit)

e Rundung: rd;, : R — M,{\fr
Fiir die IEEE-754-Standardrundung gilt:

| — rdy | epst fitr 2 2 0
2|

Fiir alle z,y € M}, und * € {+,—,-, /} gilt:

T @y =r1de (T *Y)

2.2 Kondition

Seien x, y normierte Vektorrdume (mit Norm |.]|).
Ein Problem ist eine Funktion f : z — y.
Gesucht ist 0f = f(x + dz) — f(x) im Vergleich zu dz.

Die absolute Kondition von f im Punkt z € X
ist

K

7 . |10 f]]
z)=lim sup
wn(®) = Iy SUP ]

Sei f: R — R differenzierbar (mit ||.|| = |.|), dann gilt:
Kabs() = [ f'(2)]

= [|0f]] < Kabs - [|62]]
Fiir die relative Kondition gilt:

LRl
JIKIN NI - [Nl

= lim sup

eIl = 950 152115 1711 - TIo]

Krel(z) = lim  sup
6=0||5z||<5

Sei f: R — R differenzierbar, dann gilt:

L _ @l _ (@) Jal
TGl T [f ()]
L

[1£1] ]

Sei A € R™" f:R" — R" b — f(b) = A~1b = 2, dann

gilt:
Kabs(b) = [1F/ ()| = [|A71]
A1 Az _
Krel(b) HA || - HA 1|||||| |||| < ||A 1” ’ HAH
||b\|

Fiir die Kondition bzgl. ||.||2 gilt auBerdem:

Amax (AT A
Kfrel(A) = )\min((ATA;
N .B.:
£ (Z) = f(=)]] Mz =] O(lli“—%lQ)
@i S e |2

2.3 Stabilitat

Definitionen:

e Ein Algorithmus ist eine Abb. fiz— y mit f=
fk 0..0 fl, wobei jeder Teilschritt fl,z =1,..,k nur
Operatlonen aus {®,6,®, ®,rd} enthilt.

e Ein Algorithmus f fiir ein Problem f heifit
riickwirtsstabil, falls Vo € X 32 € X mit

f) = 5@ wna 22
~~ 1Ed]
(1+€) f (=)

=0O(e) fire >0

wobeli € den relativen Fehler darstellt.

Ziel:
Finde zu geg. f ein f, sodass der Fehler ||f(z) — f(z)]|
bzw. W moglichst ”klein” ist.

Sei f ein riickwértsstabiler Algorithmus fiir f, dann
gilt:

1/ (@) = f(a)]]
|1 ()]

< O(Krel(z) - eps) fiir eps — 0

3 Numerische lineare Algebra

3.1 Dreiecksmatrizen

Satz:

Falls A = LR mit L € R™*"™ untere und R € R™*"™ obere
Dreiecksmatrix, det(A) # 0, so ist das LGS Ax = b fiir alle
b € R” in 2n? Operationen lésbar.

N .B.
-n(an +a — 2b)

zn:ak;—b

k=1

3.1.1 Vorwirts- / Riickwdrtssubstitution

Falls A obere oder untere Dreiecksmatrix, so kann das
LGS Az = b durch Vorwirts- bzw. Riickwértssubstitution
gelost werden.

Matlab-Code fiir Vorwértssubstitution:

forj=1:n
z(j) = (b(G) = AG, 15 =) xa(l:5—1))/AG,5);

end

Matlab-Code fiir Riickwértssubstitution:

forj=n:-1:1
x(j) = (b(j) — A(,j +1:n) xx(j+1:n))/A(, j);
end

Aufwand: je n? Flops

3.2 Nachiteration

Mit Hilfe der Nachiteration kann eine Naherungslosung &
eines LGS Az = b genauer approximiert werden.

Vorgehensweise:
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1) Berechne &:

AT =1b
2) Berechne r:
r=b— Ax
3) Berechne z:
Az=r

4) Die genauere Niherungslosung & lautet:
T=I+z

3.3 LR/LU-Zerlegung

Sei A € R"*™ det(A) # 0,a;; # 0,L € R™™™ untere und
R € R™*"™ obere Dreiecksmatrix.
Dann kann das LGS Az = b wie folgt gelost werden:

1) Berechne L und R, sodass A = LR

2) Berechne y, sodass Ly = b (fiir LRP-Zerlegung: Ly =
Pb)

3) Berechne z, sodass Rx =y

Fiir die Berechnung von L und R wird folgender Algorith-
mus angewendet:

1) Setze l“ = % fiir 4 Z 1.

ail

2) Setze Q5 = Q55 — li1 - ayj fiir alle J und i > 1:

Zeile i = Zeile i — l;1 - Zeile 1, i >1

3) Gehe zu Schritt 1 und ersetze alle ler durch 2,3,4,...

Beispiel:
2/3|1]5 3/1/5 2/3|1]5 23|15
6 (13| 5 (19 31424 3 24 314124
2119[10(23] [1|16/ 918 [1]a[1]2] 1[4 2
4110/ 11131 214|921 201|717, | 21|73
1. lteration 2. lteration 3. lteration
2 3 1 5 1 0 0 O 2 3 15
N 6 13 5 19] [3 1 0 0 0 4 2 4
2 19 10 23] |1 4 1 0 00 1 2
4 10 11 31 2 1 71 0 0 0 3
A L R
Aufwand fiir Zerlegung;: %n?’ — %n2 — %n Flops

Das oben genannte Verfahren ist ein direktes/exaktes
Losungsverfahren (keine Verfahrensfehler; nur Rundungs-
fehler)

Matlab-Code:

[n,~] = size(A);
for k = 1in
I =k+1:n;
A(Lk) = A(Lk)/A(kk);
AL = A(LD) - A(Lk)*A(k,I);
end

3.4 LRP/LUP-Zerlegung

Die LRP-Zerlegung ist eine LU-Zerlegung mit Pivoting-
Strategie:

Suche j > k, sodass |a§.],z)| > |a¥.| Vi > k und vertausche
die j-te mit der k-ten Zeile in A%,

Fir det(A) # 0 existiert eine Permutationsmatrix
P e R"*" godass gilt:

PA=LR

Definition:
Eine Matrix heifit Permutationsmatrix, falls sie in jeder
Zeile und jeder Spalte jeweils eine 1 enthélt und sonst nur 0.

Beispiel:
1 2|10| 2|06 3 . 5412 3 51412
CT 31342 T 3|13 (4|2 T 06| 0 |1,6/-3,2
T 412 T 2 02106 _1 04| -2 10,4|-0,2
4 H 2034 1| aila] 2341 4if02-1]a2]06
2. lteration
3i|5|5|4]2 3i|5|5|4|2 3i|5|5|4|2
T 06| 0 [1,6/-3,2 T 0,4 0,41-0,2 T 0,4 0,41-0,2
(:T 0,4 0,4]-0,2 T 0,6/ 0 [1,6/-3,2 T 0,6/ 0 [1,6/-3,2
T -0,2| -1 |4,2|-0,6 T 0,2} -1 |4,2|-0,6| T -0,2[0,5]| 4 [-0,5
3. lteration
3i|5|5|4]2 3i|5|5|4|2 3i|5|5|4|2
T 0,4| -2 10,4/-0,2 T 0,4]-210,4/-0,2 T 0,4| -2 10,4/-0,2
T 0,6/ 0 [1,6/-3,2 T -0,2/0,5 -0,5| T -0,2/0,5 -0,5
(:T -0,2/0,5 -0,5 7 0,6/ 0 [1,6/-3,2 T 0,6/ 0 [0,4] -3
00 1 0 2 0 2 0,6
1 0 0 0 3 3 4 =2
=
0 0 0 1 5 5 4 2
01 0 O -1 -2 3,4 -1
P A
1 0 0 O 5 5 4 2
1 0,4 1 0 0 0 -2 0,4 -0,2
~1-0,2 0,5 1 0 0 O 4 -0,5
0,6 0 04 1 0 O 0 -3
L R
Matlab-Code:
[n,~] = size(A);
p = 1lmn;
for k = 1:n
[Nuﬂ = max(abs(A(p(k:n),k)));
=]+ (k1);
p([k.i]) = p([i.k]);
I =k+1:mn;

A(p(I).k) = A(p(D).k)/A(p(k).k);
A(p(D).D) = A(p(D).1) - Alp(1).k)*A(p(k),D);
end

3.5 Cholesky-Zerlegung

Sei A € R™*™ symmetrisch und positiv definit, dann exis-
tiert eine rechte obere Dreiecksmatrix R mit

A=RTR
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3.5.1 Rekursiver Algorithmus zur Berechnung von R

1
2

Ersetze a1 durch /a1

Ersetze alle Eintrage unter a;; durch 0

aiil
4
5

)
)
3) Ersetze alle Eintrige rechts von a;; durch 21
) Beende die Funktion, falls n == 1
)

Um den inneren Teil der Matrix zu berechnen (A(2 :
n,2:n)), rufe die Funktion mit folgender Matrix auf:

A(2:n,2:n) — A(1,2:0)T - A(1,2: n)

Die entstandene Matrix stellt dann R dar.

Aufwand fiir Zerlegung;: %nS Flops

3.6 Householder-Spiegelung

Die Spiegelung Z von x € R¥ an der Hyperebene Ey senk-
recht zu v € R¥ heifit Householder-Spiegelung. Es gilt:

T
i = ([n _ 2”%) .x
[|v]]
—_——

H’U GR"YL Xm
Sei v # 0, dann gilt:

e H' = H, H,H, = I = H, orthogonal
e H,, = H,VacR\{0}

e H,a = F||a|le1, falls v = a % ||a||ex

3.7 QR-Zerlegung

Sei A € R™*™ m > n, Rang(A) = n,Q € R™*™ orthogo-
nale Matrix, R € R"*"™ rechte obere Dreiecksmatrix mit

A=QR

3.7.1 QR-Algorithmus
Achtung: Falls ein LGS Az = b gelost werden soll, dann
muss b genauso wie A transformiert werden.
Vorab: Setze A1) = A, p = min{m — 1,n} und k = 1.
1) Setze A= A®(k:m,k:n) und a = 1. Spalte von A
2) Berechne v = a + sign(ay) - ||a|| - e € RM~F+L
8) Berechne Update von A:
- 20T - - 2 -
Ae<1m2>AA e (v A)
[|v]] [|v]]

H, so in Matlab

4) Setze Qi = (Iko ! }? > (falls @ explizit berechnet

werden soll)

5) Setze AR = Q- AW
(ersetze A in A®) mit Update aus 3.)

6) Erhohe k und gehe zu Schritt 1

= R=AP) =QT4
Q=Q1 - Qp Q" =Qp .- Q1, da Qr =Qj

Falls m = n, so ist das LGS Ax = b wie folgt l6sbar:

QTA 2= Q"
—~— ~—~—
R=A®+1) b(p+1)

= Rz = pP+1)

Aufwand fiir Zerlegung:

%ng Flops, falls m =n

2n? (m — %n) Flops, falls m >>n

Matlab-Code (QR-householder):

function A = QR householder(A)
[m,n] = size(A);
for k = 1:min(m-1,n)

v = A(k:end,k);
na = norm(v);
ifv(l) >=0

s = 1;
else

s = -1;
end

v(1) = v(1) 4 s*na;
v = [1; v(2:end) /v(1)];
A(k:end,k+1:end) = A(k:end,k+1:end)
-(2/(v*v)*v)*(v'*A(k:end,k+1:end));
A(k,k) = -s*na;
A(k+1:end k) = v(2:end);

end

Matlab-Code (Qmult_householder):

function B = Qmult_householder(A,B)
[m,n] = size(A);
for k = 1:min(m-1,n)
v = [1; A(k+1:end k)];
B(k:end,:) = B(k:end,:) - (2/(v"*v)*v)*(v*B(k:end,:));
end

Matlab-Code (LGS Az = b lésen):

A = QR_householder(A);
x = rsub(triu(A), Qmult_householder(A,b));

4 Ausgleichsprobleme

Seien Messpunkte ¢;,b; € R x R, 7 = 1,..., m gegeben.
Ziel: Bestimme die n Parameter x; bis z,,, sodass gilt:

bi = p(ti,z), i=1,...m

Falls ¢ linear in x ist, so ist x die Losung eines
iiberbestimmten GLS:

bl a(tl)T
: =b~ Az = x
b a(tm)T

Keine Garantie auf Vollstédndigkeit und Richtigkeit!
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4.1 Lineares Ausgleichsproblem

Bestimme z € R™ zu A € R™*™ und b € R™, sodass gilt:

b — Az||3 = min

4.2 Lo6sen mit Normalengleichung
AT Az = ATy

Fiir ein Polynom b = f(t) = xo + x1t + ... + z,t" als Aus-
gleichskurve gilt:

1t 2 .. tp

1ty t3 ... B
A= )

1oty 3, ..t

4.3 Losen mit QR-Zerlegung

Sei eine ) R-Zerlegung gegeben mit

2

QTh =Pt = (lb’l> ., R=QTA=AP) = (?)

mit R € R"*" by € R, by € R™™™,
Dann gilt fiir das Minimierungsproblem:

b — Az|* = [|QT (b — Ax)|* = [|QT0 — Q" QR z||?
by
_ || (™ R
= b2 — 0 €T

by — Rx|[? + ||b2||* = min & Rz = b

2
= [1b1s — Ra[|” + [[b2]|*

Somit folgt

5 Fixpunktiteration

Ziel: Gesucht wird ein Fixpunkt z* € X der Abbildung
p: X = X:

pa”) ==
e Ein FP z* heifit stabil, falls [|¢'(z*)|] < 1
e Ein FP z* heift instabil/abstoflend, falls ||’ (z*)|| > 1

5.1 Kontraktion

Eine (Selbst-)Abbildung ¢ : X — X heifit Kontraktion,
falls es ein festes 0 < L < 1 gibt mit:

o) =Wl < L-|lz—yll, Va,ye X (Lipschitzstetig)

Ist ¢ : X — X stetig differenzierbar, so gilt:

L = sup [|¢(2)|| = sup [|J,(2)]|
zeX reX

5.2 Banach’scher Fixpunktsatz

Sei X abgeschlossen und ¢ : X — X (Selbstabbildung) eine
Kontraktion. Dann besitzt ¢ einen eindeutigen Fixpunkt
z* € X und die Iteration

Tr1 = (o)

konvergiert fiir jeden Startwert xo € X gegen z*.
AuBlerdem gelten folgende Abschétzungen:

n

|x, —x*| < |1 — xo| und |z, —z*| < |Tpn — Tp—1

—1-L —1-L

A-Priori A-Posteriori

5.3 Konvergenzgeschwindigkeit

Die Konvergenz der Folge (z1) ist von der Ordnung p, wenn
gilt:

[lzg+1 — 2| < Cllzp —2*|)P VE=0,1,..

Falls ¢ : X — X zweimal stetig diffbar ist mit FP 2* und
¢'(z*) = 0, dann konvergiert die Iteration zx+1 = ¢(zk)
mindestens lokal quadratisch.

6 Iterative Loser fiir LGS

6.1 Stationire Fixpunktiteration

Idee: Zerlege A additivin A = B — C mit det(B) # 0, dann
gilt:

Az =b&Bx=b+Cx
sr =B+ B 'Cr = p(x)
= gD — (m(k)> =B+ B tCa®
=20 4 B! (b — Ax(k))

o(x) = Nb+ Mz®
Sei M € R™*™. Dann ist ||M]|| < 1 fiir eine Operatornorm
[|.|| hinreichend fiir die Konvergenz des Iteration o(z) =
Nb+ Mz.
6.1.1 Ddimpfung

Durch Démpfung der FP-Iteration mit w € (0, 1] konnen
die verschiedenen Verfahren noch beschleunigt werden:

2D — (Nb+Mx(k)) F(1-w)-z®
=w-Nb+[w-M+(1-w) -I]-z®

Falls M € R™ ™ nur reelle Eigenwerte \; < ... < A\, < 1
besitzt, dann gilt

_ 2
Yort T T —
6.2 Jacobi-Verfahren

Zerlege A additiv in eine Diagonalmatrix D und obere/un-
tere Dreiecksmatrizen R und L:

A=D—-(L+R)
Dann lautet das Jacobi-Verfahren:
25D =Dy DYL+ R)-2™ =D L |b+ (L + R) -2
~N —_——

N M
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6.2.1 Konvergenz

Das Jacobi-Verfahren konvergiert, falls eine der beiden fol-
genden Bedingungen erfiillt ist:

e A ist strikt diagonaldominant:
|ai;| > Z laijl, Vi=1,...,n
i#j
e Fiir den Spektralradius gilt:
p(D"YL+R)) = p(M) = maz{\(M)|i =1,...,n} <1

6.3 Gauf3-Seidel-Verfahren

Zerlege A additiv in eine Diagonalmatrix D und obere/un-
tere Dreiechsmatrizen R und L:

A=(D-L)-R
Dann lautet das Gauf3-Seidel-Verfahren:
e ) = (D-L) o+ (D- L) 'Rz
N M
—(D-L)""- (b + Rfo))

Aufwand: 2n? Flops

6.3.1 Konvergenz

Das Gauf3-Seidel-Verfahren konvergiert, falls eine der fol-
genden Bedingungen erfiillt ist:

e A ist strikt diagonaldominant
e A ist symmetrisch und positiv definit

e Fiir den Spektralradius gilt:
p((D—L)"'R) = p(M) = maz{\;(M)|i =1,...,n} <1

7 Nichtlineare Gleichungen

7.1 Losbarkeit

Sei f: X — R"™ stetig differenzierbar und z* € X mit
f(z*) = 0. Falls det(f'(z*)) # 0, so ist * lokal eindeutig,
d.h. 3 Umgebung U von z*, sodass & € U, f(2)=0= 2 =

T*.

7.2 Kondition

Fiir die absolute Kondition des Problems P : f — z* bzgl.
einer Norm ||| gilt:

=@

7.3 Bisektionsverfahren

7.3.1 Algorithmus

To = %(ao + bo)

Fiir £k =0,1,...{
STOP, falls f(zr) =0
Ap41 = A, bpy1 = g, falls f(ar)f(xr) <0
apy1 = Tk, b1 = by, falls f(ar)f(bx) <O
Tht1 = 5 (Aht1 + brt1)
STOP, falls a1 — bpsi| < 2- TOL

Globale Konvergenz:
. 1 1
ek = 2*| < Skl = 5557100 — aol
7.4 Newton-Verfahren

Sei f : X — R zweimal stetig differenzierbar, f(z*) =
0, f'(z*) # 0, dann konvergiert das Newton-Verfahren

f(zx)
f'(zk)

Tp+1 = Tk —
lokal quadratisch.

7.4.1 Mehrdimensional

Sei f: X — R", X C R" zweimal stetig differenzierbar,
f(z*) =0, dann gilt:

Tpyr = ok — J7 () f (n)

8 Optimierung

8.1 Optimalitdtsbedingungen

Definitionen:

o C™(z) ={f: X — R|f m-mal stetig differenzierbar}

e Sei f € CY(z) und Vf(z) = 0 fiir ein x € X.
Dann heifit z stationidrer Punkt.

e Sei X C R™ offen, f € C'(z), z* lokales Minimum.
Dann ist z* stationédrer Punkt.

e Sei X C R" offen, f € C?(x), x* stationiirer Punkt
mit Hy(z*) = V2 f(z*) positiv definit, dann ist z* ein
lokales Minimum.

(positive Definitheit ist hinreichend, aber nicht unbe-
dingt notwendig)

e Sei X C R" offen, f € C?(x), x* stationiirer Punkt
mit Hy(z*) = V2 f(z*) negativ definit, dann ist z* ein
lokales Maximum.

(negative Definitheit ist hinreichend, aber nicht unbe-
dingt notwendig)

e Sei X C R" offen, f € C?(x), z* stationérer Punkt
mit Hy(z*) = V2f(z*) indefinit, dann ist z* ein
Sattelpunkt.

8.2 Newton-Verfahren
Sei f € C?(x). Gesucht sei die Losung von V f(x) = 0.

Tpp1 = xp — Hy(zy) 'V f (@)
Oz, f(2) Oz, ()
Hy(x) = : :

o f(2) o Broa f(2)

Das Iterationsverfahren besitzt lokal quadratische Konver-
genz zu einem stationiiren Punkt z* von f, falls H(z*) in-
vertierbar ist.
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8.3 Abstiegsverfahren

Definition:

e d € R™ heifit Abstiegsrichtung von f an der Stelle
x, falls 3 > 0, sodass gilt:

flx+sd) < f(z) Vse(0,0]

8.3.1 Algorithmus

Wihle (%)
Fir k=0,1,... {
STOP, falls V f (") ~ 0
Bestimme Abstiegsrichtung d® fiir f in z(*)

Bestimme Schrittweite s > 0 mit f (x(k) + skd(k)) <f (x(k))

Setze A+ = z(k) 4 g, q(k)

}

8.3.2 Gradientenverfahren

Wihle im obigen Algorithmus:
W = _yy (x(m)

Bestimmung der Schrittweite (2 Moglichkeiten):

1) 7Exakte Schrittweite”:

mig f (2 +5a®)

2) 7 Armijo-Schrittweite”:
Wihle Parameter o € (0, %)

Setze s =1
Firl=1,2,..{

Falls f (as(k) + sd(k)) —f (a:(k)) <os-Vf (x(k))T d®):

Akzeptiere Schrittweite: s = s
Sonst: s — 3

Dieses Verfahren konvergiert gegen einen stationéren

Punkt von f oder es erzeugt eine Folge (nge)N), flir

die gilt:

o f(ztD) < f(2®) Vk und
e alle Haufungspunkte sind stat. Punkte von f

8.4 Globalisiertes Newton-Verfahren

Wihle (¥ € R” und o € (0,1),p > 0.
Fiir k=0,1,..{
STOP, falls V f (x(k)) ~0
Lose Hy (a:(k)) d®) = -Vf (a:(k)), falls moglich
Falls Newton-Gleichung nicht 16sbar oder
V7 @) > —p| 77 (o0)]
d¥ = —Vf (2
Sonst: d*) = d(¥)
Bestimme Armijo-Schrittweite s (siehe oben)
Setze x(*+1) = (k) + 5;,d*)

9 Funktionentheorie

9.1 Komplexe Differenzierbarkeit

Eine Funktion f : U — C heifit in z¢ komplex differenzier-
bar, falls der Grenzwert

i £2) = (z0)

zZ—20 zZ— 20

= ['(#0)
existiert.
e Ist f auf ganz U komplex differenzierbar, so heifit f

analytisch.

e Kompositionen, Summen, Differenzen, Produkte und
Quotienten analytischer Funktionen sind wieder ana-
lytisch.

e Potenzreihen sind analytisch in ihrem Konvergenzbe-
reich

Wir schreiben f(z) = f(z+iy) = Fi(z,y) +i- Fa(z,y) und
setzen: ( )
Fl z,y
F =
(@9) <F2<x,y>)
9.1.1 Cauchy-Riemannsche DGL

f ist genau dann in z = x + iy komplex differenzierbar,
falls F in (z,y) differenzierbar ist und folgende DGL erfiillt
sind:

0. I (%y) = 8yF2(x7y)

8y‘Fl(xv y) = —ang(iC, y)

9.1.2 Folgerungen

Sei f : U — C analytisch und das zugehorige reelle F' :
U — R? 2-mal stetig differenzierbar, dann gilt:

0
AFy(x) = 0} Fy(x) + 03 Fa(x) = 0

9.2 Komplexe Integration
9.2.1 Kurvenintegrale

Sei f : U — C stetig, v € C'([a,b],U), dann lautet das
komplexe Kurvenintegral von f entlang von ~:

b
/ f(2)dz = / F (1)t dt
Mit
F(2) = flan +izn) = fi(2) +ifel2): A() = () +ima(t)

folgt

[ [ (500 (20

Gy e

Definitionen:
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e U C C heifit zusammenhiingend, fallsesV 21,20 € U
einen Weg v : [0,1] — U gibt, sodass ¥(0) = z1,v(1) =
zZ9.

e U C C heifit einfach zusammenhiingend, falls das
Innere jeder ganz in U verlaufenden geschlossenen Kur-
ve zu U gehort.

Sei U C C einfach zusammenhéngend, f : U — C analytisch:

e Dann gilt fiir jede geschlossene Kurve v, die ganz in U

verlauft:
/f(z)dz =0
p

e Bei nicht geschlossenen Kurven ist das komplexe Kur-
venintegral wegunabhéngig.

e Dann ist fiir jedes a € U
P = [ e
eine Stammfunktion von f und es gilt:

/ﬂ®%=F@n—ﬂ%)

9.2.2 Cauchy-Integralformel

Sei U C C,f: U — C analytisch, v geschlossen mit Inne-
rem ganz in U, dann gilt fiir jeden Punkt z im Inneren von

v
1) = - [ Hae

9.3 Potenzreihendarstellung analytischer Funktio-
nen

Sei f : U — C analytisch, {|z —a| < r} C U fir ein
a € U,r >0, dann gilt fiir |z —a| < p <7

f(2) =) calz —a)"
n=0

7€
/ @i&“%

mit ¢, = —
211

|§—al=r

Jede beschrinkte analytische Funktion f : C — C ist kon-
stant.

9.4 Laurent-Reihen und Singularititen

Idee: Entwickle f : C\{zp} — C analytisch in einer Reihe
um die Singularitit zg:

o) —1

f(z) = Z en(z—20)" = Z Cn(Z_ZO)n+ZCn(Z—Zo)n

n=—oo n=-—o0o n=0

Hauptteil (HT) Nebenteil (NT)

Definitionen:

e Sei U C C, f: U — C analytisch. Dann heifit zyp € U
Nullstelle der Ordnung m, falls f(z9) = f'(z0) =
o= f D (20) = 0 und ™) (20) # 0.

e Sei zg € U C C offen, f : U\{z0} — C analytisch.
Dann heifit z; isolierte Singularitét von f.

- Ist f auf einer punktierten Umgebung von zy be-
schrinkt, so heifit zy hebbare Singularitét.

- Hat (z — 29)™ - f(z) fiir ein m > 1 eine hebbare
Singularitit in zg, dann heifit zg Pol. Das kleinste
solche m heiit Ordnung des Pols.

- Ansonsten heifit zy wesentliche Singularitét.
Eigenschaften:

1) LR konvergiert, falls Hauptteil (HT) und Nebenteil
(NT) konvergieren.

2) NT ist iibliche Potenzreihe; sie habe den Konvergenz-
radius R € [0, 00).

L_. sie habe den

z—zp'

3) HT ist eine Potenzreihe in w =
Konvergenzradius 2 € [0, 00).
HT konvergiert somit, falls |z — zg| > 7.

4) Falls 0 <r < R < o0, so konvergiert die LR im Kreis-
ring {r < |z — 20| < R}.

5) Eine konvergente LR kann gliedweise differenziert wer-
den.

6) Ist c_1; = 0, so besitzt die LR die Stammfunktion

oo

Cn n+1
E Z— Z
n—|—1( 0)

n=—oo,n#—1

die im selben Kreisring konvergiert.

Sei K, r(z0) = {2 €C|0 <7 <|z—2] <R <o}, f:
K, r(z9) — C analytisch, dann gilt:

f(2)= > ealz—z)"
L1 f(z) ,
mit ¢, = 97 / (z—zo)”“dz’ r<p<R
lz—zol=p

9.5 Residuenkalkiil

Idee: Verwende Laurent-Reihe zur Berechnung von Inte-
gralen.

Sei f : U\{z0} — C analytisch. Dann lautet das Re-
siduum von f in zg:

Res.,(f) = Res(f,20) =c_1= % / f(z)dz

Lizenz: CC BY-NC-SA 3.0
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.
0/de/

Keine Garantie auf Vollstédndigkeit und Richtigkeit!


http://www.ei-studium.de
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/de/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/de/

	I Mathematik 4
	Wiederholung
	Matrixnormen
	Wichtige Reihen

	Grundbegriffe der Numerik
	Gleitkomma-Arithmetik
	Kondition
	Stabilität

	Numerische lineare Algebra
	Dreiecksmatrizen
	Vorwärts- / Rückwärtssubstitution

	Nachiteration
	LR/LU-Zerlegung
	LRP/LUP-Zerlegung
	Cholesky-Zerlegung
	Rekursiver Algorithmus zur Berechnung von R

	Householder-Spiegelung
	QR-Zerlegung
	QR-Algorithmus


	Ausgleichsprobleme
	Lineares Ausgleichsproblem
	Lösen mit Normalengleichung
	Lösen mit QR-Zerlegung

	Fixpunktiteration
	Kontraktion
	Banach'scher Fixpunktsatz
	Konvergenzgeschwindigkeit

	Iterative Löser für LGS
	Stationäre Fixpunktiteration
	Dämpfung

	Jacobi-Verfahren
	Konvergenz

	Gauß-Seidel-Verfahren
	Konvergenz


	Nichtlineare Gleichungen
	Lösbarkeit
	Kondition
	Bisektionsverfahren
	Algorithmus

	Newton-Verfahren
	Mehrdimensional


	Optimierung
	Optimalitätsbedingungen
	Newton-Verfahren
	Abstiegsverfahren
	Algorithmus
	Gradientenverfahren

	Globalisiertes Newton-Verfahren

	Funktionentheorie
	Komplexe Differenzierbarkeit
	Cauchy-Riemannsche DGL
	Folgerungen

	Komplexe Integration
	Kurvenintegrale
	Cauchy-Integralformel

	Potenzreihendarstellung analytischer Funktionen
	Laurent-Reihen und Singularitäten
	Residuenkalkül



